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《講　座》

統計的推論（3）

一
計量データでの平均値を主とした扱い，直線のあてはめを中心とした最小2

　　乗法，非線形モデルでの最小2乗法（コンパートメント説を例にして）

佐　久　間 昭＊

15．不偏分散

　計量データx∈17｛μ，σ2｝→0．｛x1｝につき，節5

では，σ2が既知であるとして，μについて推論し，

検定や推定につき，

，。一［X一μ・｜〉・三

　　　σ

　　　　　　　　びμ・U＝又±t・［°°］マi

（59）

を求めた（y∈11｛η，σ2｝→O。｛yi｝の表記を用いた）．

　現実には，σ2が未知というのが普通で，標本の

値だけで，σ2に代わるものを求める必要がある．

　　　n　　　Σ（Xi一又）2

　　i＝lV＝
　　　　n－1

（60）

を求めると，E｛V｝＝σ2，つまりVを平均的にみれ

ばσ2になる性質があるので，Vを不偏分散推定

量といい，具体的に求めた値を不偏分散推定値と

いう．単に不偏分散とか分散ということも多い．

E｛x｝＝μ，V｛x｝＝σ2といった演算子が，しばしば

使われ，それぞれ，平均値と分散を示す．

　直観的には，

　　　Σ（X一X）2
V＊＝
　　　　　n

がよさそうであるが，E｛V＊｝＜σ2となり，小さく

偏っている．

　Vの分子は展開するとわかるが，Σ（X一X）2を

直接に求めないで，
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s＿£ポー⑤
　　i＝1　　　　　　n

　　　n＝ΣX12－n又2
　i＝1

（61）

として求める方がよい．Sxxを（偏差）平方和と呼

んで，（Σx，）2／n＝nX2を修正項CFという．　Sxx

の脚符xxは，　xの2乗の感じを示すものである．

Σ　Xi2では大きすぎるので，平均値に関してnX2

の修正を加えているため，修正項の名がある．V

の分母の（n－1）は自由度と呼ばれ，2乗の項がい

くつあるか，つまり，ΣXi2がn個，これからnX2

を引いて（n－1）個あることを示すと考えておく

とよい．

　対になったデータ（Xi，　yエ）について，（偏差）積

和として，

SXy＝Σ（x一又）（y一シ）

　　　　　　　（Σx1）（Σyi）
　＝ΣXiyi－
　　　　　　　　　n
　＝Σxly1－n又ジ （62）

が定義されているが，Xi＝yiとなった特殊なケー

スが式（61）のS．である．Sxyは，　Xiとyiとの，

かかわり，もう少し正確にいえば，直線的なかか

わりを示す量で，これを規準化すると，

r＝
Sxy

～／SxxSyy
（63）

で，（単）相関係数という．Xiニy互ではr＝1であ

る．S．，　Syyは平方和のとおり，負にはならない

が，Sxyしたがってrは負にもなる．　Xi＝－yiで

は，r＝－1となる（→節21）．
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　【例12】

　05｛4，7，9，11，14｝について，又＝45／5ニ9・0，

ΣXi2＝・463である．

Sxx＝463－5×81＝58

Xi＊＝Xi－10とすれば，05＊｛－6，－3，－1，1，4｝で，

又＊＝－5／5＝－1，Σ　x，＊2＝63で，

Sx＊x＊＝63－5×（－1）2＝58

となる．一般に，Xi＊＝aXi±bとおくと，

Sx＊x＊＝a2Sxx

となり，bは関係しない．

　分散σ2未知の場合には，少し手間がかかるが，

O。｛Xi｝の標本の値だけからVを求めたうえ，式

（59）のσにはン「▽一 を用いることができる．しか

し，S／N比について，

・・－1 ㌻警L～／’；・r
（64）

をつくると，H。：μ＝μ・の条件下に，　t・はt∈

N｛0，12｝の実現値にはならない・

　x∈N｛μ，σ2｝→0。｛Xi｝の標本に関して，　Ho：μ＝

μ・のもとに，式（64）のt・は，自由度［n－1］の

StUdentのt分布の実現値となる．このため，式

（64）の扱いにあたり，つぎのような注意が必要に

なる．すなわち，平均値の議論にあたっては，

　1）X∈fl　｛Pt，σ2｝と，正規分布にしたがわない

場合，分布がほぼ対称であれば，nが5～10をこ

えるあたりから，分布がやや歪んでいるならば，

nが15～30をこえるあたりからは，x∈N｛μ，σ2｝

の正規分布での議論が利用できる．

　2）分散未知の場合，0。｛Xi｝で求めたV＝S。x／

（n－1）をσ2の代わりに用いると，正規偏位t。［。。］

に関する議論を，Studentのt分布での限界値

t。［n－1］（＞t。［。・］）に関する議論におきかえること

ができる．

16．平均値の推論

x∈17｛μ，σ2｝→0、｛Xi｝にっき，　nがある程度の

大きさであれば，Ho：μ＝μ。，　H1：μ＝μ1≠μoの検

定にあたり，

S．一Σ。、2－〈Σ旦一Σ．巴一。又・

　　　　　　　n
　　　Sxx
　　　　　　　　　　　　　　　　　（65）V＝
　　　n－1

t・一 亨9し三

を求め，自由度［n－1］のt分布での限界値と比

べてt・≧t。［n－1］となれば，水準αで有意とし，

Hoを捨てて，　H、を採用する．

　平均値の100（1一α）9。の信頼限界は，

μ・・一又±し［・－1］㍑
（66）

となる．

　いずれの場合も，σを・〆Vでおきかえ，t。［。。］

をt。［n－1］でおきかえて，形式的には分散既知の

節5の議論が利用できる．

　x∈fl｛μ，σ2｝の分布型に問題がある場合，ノン

パラメトリック手法，ノンパラ手法を用いること

が多い．これには，いくつかの方法があるが，代

表的なものをあげておく．

　まず，O。｛Xi｝をXc・）〈Xc2）＜…＜x（i）〈…くx（。）

と大きさの順に並べ，順位をつける．ときに同位

X（i）＝X（i．1｝＝…＝X（i．t．1）があれば，これらには

平均順位，

　　　　　t十1
『＝（i－1）＋－ 2“

（67）

を与える．つまり，第iから始まるt個の同位に

は，すべてfを与える．これによって全体の順位

和TGはn（n＋1）／2に保たれる．この辺は節14の

式（56）と同じ要領である．

　っぎに，

　　n十1
m＝　　　2

を求め，又’＝x（m）とする．つまり，第m番目のデ

ータを又’とし，これを中央値medianとするが，

母集団でちょうど真中に位置するμ’の推定値に
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統計的推論（3）

なる．分布が対称ならばμ＝〆であるが，歪んだ

分布では，μ’の方が代表性の意味が強いだろう．

（i）nが奇数ならばX’＝X（m）が直ちに求まるが，（ii）

nが偶数ならば又’＝（X（m．・．5）＋x（m＋・．5））／2と約束す

る．

　中央値の信頼限界を求めるには，

三V
］∞Jt
2

＋

ス
n

＝r
（68）

を計算し，rは整数または整数＋0．5と半整数に

切り捨てた値とする．9596信頼係数では，r＝m－

∨！n一 としてよかろう．そのうえで，小さい方，大

きい方からr番目の値を探し，

μ’LU＝X（，）；X（。＋、．，） （69）

を信頼限界とする．

　H。：〆＝μ。’，H1：μ’＝μ・’≠μ・’の中心位置のず

れの検定に相当するものに，Wilcoxonの1標本

検定，符号つき順位検定がある．まず0。｛Xi｝に

っき，（X一μ・’）をつくり，0のものを除いて，あ

らためてnを定める．絶対値［Xi一μ・tlに関して

順位づけを行ない，同位があれば平均順位を与え

る．そのうえで，正のものと負のものに分けて順

位和T．，T一をとり，　T＋＋T－ニTG＝n（n＋1）／2を

確かめる．

　　1
A＝－S“T・・K＝2n（n＋1）（2・＋1）

・－1』じt）　　　（7・）

　　IT－Al－0．5
to　＝　　　　　　二＝一＿＿

　　　VkK

を計算するが，κのΣ（t3－t）は，同位のグループ

が，あちらこちらにあれば，それぞれにつき（t3－

t）＝（t－1）t（t＋1）を求めて加える．t・のTは，　T．，

T．のどちらを用いてもよい．to≧t。［。・］のとき水

準αで有意とし，中心位置のずれを認める．t・＞2

のときには，分子の0．5を省いて計算しなおして

t・＊とすれば，実質水準をみる場合に，t・＊の方が

近似がよい．κは，同位によって，ノイズが小さ

645

くなるための修正を意味し，同位がなければκ＝

1となる．

　【例13】

　011｛1，－1，2，3，0，1，2，1，3，2，1｝1こつきX＝　15／

11＝1．3636，Σxi2＝35，　S．＝14．5455，　V＝1．4545，

SD＝〉〆V三1．2060，　SE｛え｝＝～／V／ri＝0．3636などと

なる．

　Ho：μ＝μo＝0，　H1：μ＝μ1≠0の検定は，

1．3636－0
to＝
　　　0．3636

＝3．750＞to．or）［10］：＝2．228

で有意となる．95％信頼限界は，

iuLU：＝1．3636±2．228×0．3636・＝0．554；2．174

　wilcoxonの1標本検定では，μ・＝0を引いて

もO。｛Xi｝はそのままであるが，　x＝0を除いた10

個につき，絶対値に順位づけをし，

Rlo｛3，3，3，3，3，7，7，7，9．5，9．5｝

でT．＝3，T＋ニ52，　TG＝55＝10×11／2．　t＝5，　t＝3，

t＝2の同位が1組ずつあることに注意して，A＝

27．5，K＝4620，κ＝0．9675．

，。－13；27・5ト゜5

　　ン　　　　0．9675　　　－一一一一一×4620
　　　　　48

　＝2．487＞to．05［oo］＝1．960

to＊：＝2．539

となり，5％水準で有意となり，母集団の中心位

置はμ・＝0からずれており，大きい．

　もとのn－11につき，mニ12／2＝6で，第6番

目の値を中央値又’＝1とする．95％信頼限界を

求めるため，r＝6－Vfi＝2．5と切りすてて，μL’＝

（0＋1）／2＝0．5；μu’＝（2＋3）／2ニ2．5を得る．

　一般に，x∈N｛μ，σ2｝と正規性がある場合にノ

ンパラ手法を用いるとき効率，感度がおちる．

Wilcoxonの1標本検定は，しかし，　t分布を用い

たいわゆるt検定に比べて，それほど感度は悪く

ない．ここで用いた中央値の信頼限界の推定法は，

信頼間幅が，t分布の利用の場合よりも少し広く
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646 核医学　　16巻4号（1979）

なるが，nが小さいときには，それほど感度はお

ちない．

17．2つの平均値

　対応のない2群データ，Om｛Xi｝，O。｛yi｝につい

て，母平均値μ，ηの比較にあたり，

　　　　　　　　　　Syy　　　Sxx
　　　　　　　Vy＝Vx＝　　　m－1’　　　　　　　　　　n－1

を求め，Vx≧Vyとする．　Vx＜Vyとなったなら，

xとyを交換して扱う．F分布を利用し，

札一
考：＜F…2s［m－1・・－1］

（71）

となれば，消極的に両群の分散は等しいとして，

以下の手法が利用できる，F・は，等分散のときに

は，1よりもひどく大きくはならない性質の，2

乗の形式のS／N比である．分子と分母につき，そ

れぞれ第1，第2自由度であるが，その水準2．5％

の限界値とF。を比べる．

　不等分散のとき，Xなりyなりの平均値によっ

て分散Vx，　Vyが変化するという場合がある．分

散がkμの傾向のときには，〉／x＋0．25；kμ2の傾

向のときには10gxないし10g（x＋1）などに変換

して扱うとほぼ等分散になるが，この変換値での

差の意味を，あらためて考える必要がある．

　等分散の場合，共通の分散を求めなおして，平

均値の差を吟味するが，検定のSIN比であるt・

なり，信頼限界の係数t、なりは，自由度［m＋

n－2］で考える．つまり，共通の分散Vの分子は，

（m－1）＋（n－1）の2乗項からできている．

　　S．＋Syy　Σxi2－nX2＋ΣyJ2　一一　nY2
V＝
　　m十n－2　　　　　m十n－2

ついて書いたもので，2群に差ありや，の場合に

はH・：μ＝η，δ・＝0となるので，t・のδ・を省略

することになる．

　なお，2標本t検定で，水準0．05の付近では，

節5の式（19）にあたる，検定特性の式は，近似的

に，

λ÷ン漂罪1丁（ta［・・］＋・・［・・］）（73）

　　　　IX－Yi一δo
to＝一＿
　　Vv（÷＋÷）

（72）

6LU＋y）±ta［m＋・－2］ンV（÷＋÷）

to，δLUのンV（1／m＋1／n）は，差（X－y）のノイ

ズSE｛X－Y｝である．　toは，　Ho：μ一η＝δ＝δoに

となる．

　ノンパラ手法で，対応のない2群の中央値の差

の推定を行なうには，各群の中央値又ノ，yを求め

たうえ，点推定をdノ＝Xノーy’とする．ついで，近

似的な区間推定では，

w一
写］ぽ。・w一ン詳。（95％）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（74）

を求め，Omで（m＋1）／2：Fw＝r、；r2，0．で（n＋1）／

2±w＝s・；s2を求めたうえ，

δ，Lu＝X（r、）－y（s1）；X（r2）－y（s2） （75）

とすればよい．

　効率のよい2標本検定として，Wilcoxonの2標

本検定があるが，まず，両群をこみにして順位づ

けをしたうえ，各群の順位和を求めてS／Nをつ

くるものであるが，節14の後半に記した．この方

法は，平均値というよりも，中心位置の比較であ

り，データの分布についての注文は少ない．

　【例14】

　06｛48，54，51，42，46，49，｝，05｛47，59，55，53，58｝

につき又＝48．3333，S．＝85．3333，　Vx＝17．0667，

y＝54．4000，S，、　．，　＝＝91．2000，　Vy＝22．8000．　Fo＝Vy／

V．＜F。．。25［4，5】＝7．388で等分散とみて，

SE｛X－Y｝　一　V19・6148（1130）－2・682

　　148．3333－54．40001　　　6．0667
t・＝ 　2．682　＝2．682

で，t・．・5［9］＝2．262と同じく，ちょうど5％で有

意．引き算をy－Xとおきなおし，
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統計的推論（3）

δLu＝6．0667土2．262×2．682＝0；12．133

検定と推定が裏腹になっている．

　中央値は又’＝48．5，y’＝55で，差はd’＝－6．5

となる．w＝v／30／ll＝1．65であるから，r1＝1．5，r2

ニ5；s1＝4．5，s2＝1としたうえ，

δ’Lu＝＝44－58．5；51－47

　　＝－14．5；4

となるが，y’一え’の差では6．5（－4；145）となり，

信頼間幅は，かなり広い．

　両群のデータを，タテ軸の左右にプロットして

1頂位をつける．

X

O
O
O
O
O

8
　
6
5
4
2
10

60

40

－
0
9
7

1
1

00
0
0

0　3

y

　R6｛1，2，4，5，6，8｝，R5｛3，7，9，10，11｝の順位デ

ー タとなるが，同位はない．T6＝26，　T5＝40，　TG＝

66＝11×12／2である．T6に着目して，式（57）か

らnl．，　n2．をm，　nと読みかえたうえ，　A＝66×6／

11－36を用い，

　　126－361－0．5
　　　　　　　　　＝1．734＜to．05［oo］＝1．960「÷二5・36

で，5％水準で有意ではなく，両群の中心位置に

ずれがあるとは言いかねる．to＝1．734の実質水

準はP＝0．083である．組み合わせの議論から直

接に確率計算をすると，P＝0．0823となり，　t・の

近似はよい．

　2標本t検定では5％で有意となったが，Wi1－

coxonの2標本検定では有意にならない．一一っに

は，順位検定の検出力が劣っていたことによるの

であろうが，5％ぎりぎりで有意であったので，

より強い確信を求めるには，再試験を必要とする

647

であろう．

　λ＝1．5程度を現実的に意味のある差と考えてい

たとすれば，式（73）から，

　　　　1．5＝＝～／σ巧（1．960）十t2p［oo］）

　　　　t2β：＝0．276

となり，β÷0．4で，この例数設計では，検出力

60％となり，そもそも，少なすぎていた．本来

1．5σ程度の差を90％で検出するには，各群とも

9～10例を用いることが手堅かったといえる．

　式（71）で，不等分散と判断されたときには，2

標本t検定の手法は利用できなくなる．m＝nの

ときには，形式的に等分散としての式（72）を用い

るが，t・≧t。［n－1］のとき有意とする．

　m＜nと例数が不揃いのときには

　　　区一yl一δo
to＝

　　借＋嵜
（76）

を求めたうえ，

（1）t・＜t2［m＋n－2］では有意ではない，

（2）t。＞t。［m－1］では有意である，

（3）以上で末決定なら，t・を重みづけをした

　　　蓋し［m－1］＋誤［・－1］

　　　　　　　　　　　　　　　　（77）ta＊　＝　　　　　　　　　　

一

　
　

一一一
　　　　一一

　　　　　　玉＋－YIL
　　　　　　m　　　　n

と比べて判断する．この方法はCochranによる

ものであるが，他にも方法がある．

　ときに，η／μの比に関心をもつことがあろう．

等分散の扱いができるときには，

　　9－｛ta［！k．！－2］］2X

ρLU＝
1－9

V・〔㈲

1｛（妥）・一一9
一 t、［m十n－2］

㍊＋！F－9－］｝

×

（78）

によって比の信頼限界が与えられるが，9＜0．1で

は9＝0とおいてよいとされる．式（78）は，Fieller
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の式と呼ばれるものの一つである．

【例15】

核医学　16巻4号（1979）

　例14の06｛Xi｝，05｛y．1｝’‥のデータではrニシ／又＝

1．1255となる．g＝0．0072であるが，これを省略

しないで式（78）を用いると，

　　　　1
ρLu＝ 百卵［Ll255±0・1327］＝1・000；1・267

となる．比が1は差が0に対応する．

18．実験計画法

　観測値yが，いくつかの原因系で左右され，ま

た，確率的なゆらぎに影響されるという考えのも

とに，節7では，モデルをつくって考察した．モ

デルを一般的に書けば，

yi＝β0十βIXi1十…　　十βjXij十…　十tgpXip十εi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（79）

といかめしくなるが，線形モデルと呼ばれるもの

になる．

　対応のない2群比較で，Om｛Xi｝，O．｛y］｝とした

が，これらを一括してOm．．｛yi｝と表現し，　yiが

第1群ならXi1は1，Xi2は0となり，　yiが第2群

ならXi1は0，　Xi2は1となる約束をおけば，

yi＝β0十β1Xi1十β2Xi2十εi （80）

のモデルになり，第1群，第2群の母平均値は
（β・＋β・），（β・＋β2）となる．β・を全体の平均値と

すれば，β1，β2は，このβ・からのずれになり，両

群の平均値の差がδなら，β1，β2は±δ／2となる．

　一方，ある個体の特性，たとえば年齢Xiがyi

に直接的に影響するなら，これを共変数，説明変

数といい，yiを目的変数という．

yi＝β0－←β1XI十εi （81）

が，この際のモデルになり，Pi｛Xi，yi｝のプロット

に直線を通したときの切片がβ・，勾配がβiにな

る．これも式（79）の特殊な場合とみられる．

　線形モデル式（79）は一貫して，最小2乗法の原

理で処理できるが，実際上は，Xijの性質によっ

て区別して扱う習慣がある．

　1）分散分析ANOVAでは，　Xi：は本質的に1

か0をとり，β」がyiの変動の原因系になってい

るか，いないかの指標となる．

　2）回帰分析REGANでは，　Xijは独立変数的

であり，目的変数yiの変動を説明していろ性格に

なる．普通はXi」を留めて，　yiを変量として扱う．

　3）共分散分析ANOCVAでは，　Xiiの一部は

指標的，一部は独立変数的であり，この共変数の

影響を除いてyiの議論をしたり，また共変数そ

のものの性質を検討したりの場合に利用される．

　こうした線形モデルの性質を基盤に，転がりこ

んでくるデータを待つという態度よりも，積極的

に現場に働きかけて，データを取りにいくという

態度を重視して組み立てられたものが，実験計画

法と呼ばれている体系であり，R．　A．　Fisherの思

想の上に発展した．

　実質科学的に重要な原因系のいくつかを因子と

して取りあげ，これを因子水準として小わけし，

観測特性との関係において，水準間の比較，因子

相互のかかわりなどを，実施可能な範囲で，経済

的に，正しく，感度よく捉えることをねらう．

　（1）観測特性，必要なら共変数を指定し，観測

　　　条件，方法を明確にする．

　（2）観測の単位を定め，必要に応じて，反応性

　　　の類似した単位の集合をブロックとする．

　（3）必要な因子を定め，定量的，半定量的，定

　　　性的な水準を設けるが，研究目的の因子，

　　　偏り防止の因子，誤差制御の因子，手法上

　　　のダミー因子などが区別される．

　（4）因子水準そのもの，異なった因子間の水準

　　　の組合わせを処理といい，具体的に取りあ

　　　げる処理を定め，これと観測単位との対応，

　　　割りつけを合理的に決める．

　（5）こうして，正当な推論を行なうにふさわし

　　　い解析方法，例数と実施可能性を検討し，

　　　必要なら，（1）に戻って再吟味する．

19．分散分析

対応のない2群比較を多群に拡張し，a水準の
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統計的推論（3）

処理A，，…，Ai，…，Aaにつき，それぞれr回の

同数観測を行なう．ただし，n＝arの観測単位に，

A，，…，A，、を無作為に割りつけるものとする．

AI　　y11…　　y］j

i　i　　i
Ali　Y・1…y・」

i　i　　i
Aa　　Ya1…　　yltj

…　　ylr　Tl

　　i　iT，，＝；T、
…

　　yir　　T」　　　　　　　i：＝l

　　i　i　。＝T・L
　　　　　　　　　ar
…　Yar　Ta

　この形式のデータは，1因子完全無作為化法に

よるものであるが，Aという因子で分類されてい

る観点から一元配置のデータと呼んでいることが

多い．

　yl」は，第i水準Aiのたまたま第j番日の観測

値である．各水準での和Tiは，　rYiで，　Aiの効

果の平均値を反映するシグナルである．各Ai内

でのデータは等分散であるとすれば，これらのば

らつきをプールしたものは，同じ処理でのばらつ

きであるから，ノイズにほかならない．そこで，

T1＝rYi間のばらつきをシグナルとしてまとめ，　S／

N比にもっていこうというのが，一元配置の解析

方針である．

　第i処理のデータについては，

yij　＝＝（β・＋βi）＋εi」

で，Xij　＝＝　1であるが，他のβ・，…，β。に関する指

標変数は，すべて0となっている．

　計算手順から示すと，

649

簡単である．ここで重要なことは，平方和と，そ

れに対する自由度の双方に，加法性，

SAR＝SA十SR（A）

［a卜1］＝［a－1］＋［r（a－1）］

（83）

が成立する点にある．

　ついで，VA＝SA／（a－1），　VR（A）＝SRcA）／（ar－a）と，

平方和／自由度として，分散を求めたとき，VRω

は，各処理群内のばらつきεに関係した誤差分散

σ2 を推定するが，VA・は，σ2と各処理群間のばら

っきに関係したσA2の2っの要素から成る．

　H。：A1，…，A、《づ処理効果は一様，　H、：少なく

とも一つは他と異なる，とおいたとき，H。が正

しいならσA2＝0となるから，

　　　VA
Fo＝
　　　VR（A）

（84）

の分散比は，本質的にはσ2／σ2で，1を大きくこ

えることはあるまい．100回のうち，たかだか5

回程度はこえるかもしれないという，F・の限界

値が，F。．。5［（a－1），（ar－r）］である．そこで，　F・

がこれより大になれば，5％水準で有意とし，H。：

効果の一様性をすてて，σA2≠0と考え，　H、：少な

くとも1っの処理は他と異なると考える．

　式（82）の値は，分散分析表として整理されるが，

Msは平均平方和で，分散を指す．

　要因

A：処理
R（A）：残差

SS Df Ms Fo

　　　　T，；2

CF＝
　　　　ar

SAR＝ΣΣyij2－CF
　　　　i　J

　　　　l
　SA＝一ΣTi2－CF
　　　　r

SR　A）＝SAR－SA

SA　　　a－1　　VA
SR（A）　a卜a　VR（A）

VA／VR（A）

AR：全体 SAR　　　ar－1

［a卜1］

［a－1］

［a（卜1）］

（82）

ここに，SARは全体，　SAは処理，　SR（A）は誤差相

当の残差に関する平方和であり，

　ΣΣ（yi一；）2＝rΣ（yi－y）2＋ΣΣ（yiryi）2
　i　」　　　　　　　　　1　　　　　　　i　j

のそれぞれに対応しているが，式（82）の計算法が

　一元配置で，各処理群の反復数が等しいとき，

一般に都合がよいが，ri≠ri・と異なるとき，　n＝

Σriを全例数とし，　SA＝ΣTi2／ri－CF，残差自由

度を［n－ar］と変更すればよい．

　観測単位が，互いに類似したbグループに分か

れるとき，これらをB・，…，Bj，…，Bbのブロッ

クとして，n＝abに無作為にA、，…，A，，…，A。

を割りつける代わりに，各ブロックBjごとにa

水準の処理を無作為化する．これを，乱塊法とい
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650　　　　　　　　　　　　　　　核医学

うが，AとBの2因子でデータが分類されている

ので，二元配置と呼んでいることが多い．

　　　　　　yij＝η十αi十βJ十εiJ

のモデルを考えるわけで，データは，

えられる．

2方向で押

　
　
　
ロ
　
　
　
　

A
．

．

．

A
．

．

．

A

B1…B・…B司

y11　’°’’’”°”Yab

’　　　yiJ　　　’

Ya1　’’’’’’’’”Yab

IT。、…T。、…TBb
t

皿

垣

品

T
．
．
．
T
．
．
．
T
TG

16巻4号（1979）

心があり，Fo（A）＝VA／VA．B≧F。［（a－1），（a－1）×

（b－1）］のとき有意とする．ブロックの一様性を

みるには，第1自由度を（b－1）とする．

　対応のない2群比較のデータはa＝2の一元配

置として扱うと，t・2＝F・となり，まったく同義

になる．対応のある2群比較のデータの場合，差

として，1標本t検定を行なうと，これは，a＝2

の二元配置と同義になる．

【例16】

二元配置のデータがある．

B1 B2 B3 B4

ー
ウ
一
3

A
A
A

く
】
6
0
ノ

0
9
3

1
　
　
　
1

5

7

11

∠

0

7
1
「
∠

　
　
1

6
Q
ノ
く
∨

2
2
4

　一元配置の場合と類似の方法で，

　　　　　　TG2
　　　CF＝　　一一
　　　　　　ab

　　　SAB＝ΣΣYij2－CF［ab－1］
　　　　　　i　j

　　　　　　l
　　　S・＝請T・12－CF［a－1］　（85）

　　　　　　1
　　　　SB＝一ΣTB」2－CF［b－1］
　　　　　　a　j

　　　SA×B＝SAB－SA－SB　　　［（a－1）（b－D］

ここにSA．Bは，誤差項であるが，形式上はA×B

を交互作用といい，特別なA，とBjの出あいで

は，yij＝η＋αi＋βJ＋（αβ）ij＋εiJと特別な効果（αβ）iJ

が加わることの表現である．ここの二元配置のモ

デルでは，SA．Bを流用して誤差相当の残差を示

すが，本質的な交互作用は存在しないものとする．

　式（85）の値から，分散分析表は，

20 32 23 25 100

　まず，本来は正しくないが，ブロックを無視し

た一元配置で考えると，

　　　　1002
CF＝一jr．i＝833・333

SAR＝916－CF＝82．6667

　　　　1
S・＝ 可×3542－CF＝52・1667［2］

SR（A）＝82．6667－52．1667＝30．50000　　［9］

VA一
与一26・834

隔一旦㍗一6・1…SD一ン緬・

　　　　26．0834
　　　　　－　　　一＝4．276　Fo＝－
　　　　6．1000

要因 SS Df Ms Fo

A
B
A×B

SA　　　　　a－1　　　VA　　VA／VAxB

SB　　　　　b－1　　　　VB　　VB／VAxB

SAxB　（a－1）（b－1）　　VAxB　　　　一

AB SAB ab－1

　Msは，平方和／自由度の分散である．F・はAと

Bについて求められ，普通は処理効果の比較に関

　F・はFo．05［2，9］＝4．256より大きく，5％水準

で有意である．SD＝∨〆VR（A）＝2．470である．

　二元配置としては，SAB＝SAR＝82．6667であり，

SB＝2574／3－CF＝26．㎜を求め，　SA．B＝SA－SB＝

4．5500となる．

　誤差ないし残差に含まれていたBを取り出した

ので，一元配置と比べて，Fo（A）＝34．397と非常

に大きくなり，SD＝～／VA；B＝0．871となり，いず
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統計的推論（3）

要因 SS Df Ms Fo

　
　
B
A
B
A

52．1667

26．0000

4．5500

ぺ

∠
3
／
O

26．0834　　　34．397

8．6667　　　11．429

0．7583　　　一

651

が定義され，要素の積和になる．a’は転置，　11a「

はノルムを示し，

AB 82．6667 11

れの処理平均値でもSEニ0．871／～／T＝0・436．

　一元配置でも二元配置でも，処理Aが有意とな

った段階では，どれとどれとが異なるかは，はっ

きりしない．これを明らかにするには，節9で述

べた多重比較の手法が必要となる．

　乱塊法で，各ブロックごとに1頂位づけをしたう

え，各処理ごとに和をとり，T，としたとき，同

位の組の修正を行ない，

　　　　Σ（t3－t）
K＝1－　　　　b（a3－a）

X・2　－2｛去Σ呼一÷T・｝≧Za・［a－1］

（86）

のとき有意で，処理効果の一様性を否定する方法

がある．これはFreedmanの検定であるが，効率

はあまりよくない．上の例では同位なしで，κ＝1，

x。2＝6．500＞％2。，。5［2］＝5．991で有意となる．

20．最小2乗法

　線形モデルについては節18に紹介したが，

Oi1｛Xi，　yi｝のデータに直線回帰モデル，

yi＝β0十13，Xi十εi （87）

をあてはめることを例に，最小2乗法を整理して

みる．ベクトルや行列の扱いが盛んに出てくるが，

まず，2つのベクトル，

a＝

－
　
°
1
　
n

a
．
．
．
a
．
．
．
a

b＝

－
　

i
　
n

b
．
．
．
b
．
．
．
b

が角度θを挾むとき，スカラー積，内積，

　　　　　　　　　　　　　　n　　　　a’b＝［a〃b］’＝b’a＝Σaibi
　　　　　　　　　　　　　i＝1
　　　　　　＝1［al卜llbll　cos　O

aノ＝

1
　
°
l
　
n

一 ［a1…ai…a。］

ll・1［－Vi・h－」、茎灸・

である．

　このスカラー積の約束で，式（87）は，

yi－［1・・Xi］［ll］＋ei

となる．y＝［yi…　y。］’，　j＝［1…1］’，　x＝［x1…

x。］’，e＝［ε1…ε。］’と（n×1）のタテベクトルと

回帰係数ベクトルβ＝［β・β・］’，さらに（n×2）の行

列X＝［jx］を用意し，全データを，

　　　　　　y＝［jx］β十e＝Xβ十e　　　　　（88）

と書く．Xの転置はタテの列をヨコの行に並べか

えて，（n×2）を（2×n）に変えることで，

x・一［」・］’一

［
1
：
］

　誤差項について，（i）E｛ε1｝＝oの不偏性，（ii）

v｛εi｝＝σ2の等分散性，（iii）c｛εi，εi’｝＝oの独立性

　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　A　　　Aのもとに，Q＝ε’ε＝Σεi2を最小にするβ＝［β・β・］t

を求めるのが最小2乗法でこの解には統計的に好

ましい性質（BLUE）がある．さらに（iv）εi∈N｛0，

σ2｝の正規性があれば，検定や区間推定が容易に

行なえる．E｛＊｝，V｛＊｝，C｛＊｝は，平均値，分散

共分散を示す．

　　　　Q＝8’8＝［y－xβ］’［y－xβ］

＝y”y－2β’X’y十β’X’Xβ

を最小化するが，［y’Xβ］’＝β’X’yである．

　　　　　豊一一2X’y＋2X’Xβ

（89）

（90）

と微分し，これを0とおくが，［X’X］’＝X’Xとこ
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652　　　　　　　　　　　　　　　核医学

の（2×2）の行列は対称で，さらにその行列式が

lX’X！ヰOであれば，

　　　　　［X’X］一・［X・x］　・　1－［；？］（91）

となる逆行列［X’X］－1が存在するから，式（90）か

　　　Aらx’xβ・＝x’yの正規方程式と呼ばれるものをつ

くり，これに［X’X］－1を前から乗じて，

　　　　　　　パ　　　　　　　β＝［X’X］－ix’y　　　　　　　（92）

　　　　　　A　　　　　A　　　A
の最小2乗解βニ［βoβ1］’を得る．1はベクトルや

行列においてはスカラーの1にあたる単位行列で

ある．

　A　βを式（89）に代入し，最小のQは，

　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　A

　　Q｛β｝ニy’y－2β’X’y十β’x’X［x’x］－1X’y

　　　　　　　　A　　　　　＝y’y一β’X’y　　　　　　　　　　　　（93）

となる．これは残差平方和と呼ばれる．

　誤差自由度は，n個のデータから2個のパラメ

ターを推定したから［n－2］で誤差相当の残差分

散は，

　　　　V・一普，E｛V・｝一・・（94）

パラメターの分散と共分散は，

　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　A
V｛S｝　一［V｛β・｝　　ハ　　　　　ベC｛β・，β・｝：‖：1’｝］－a・［X’X］一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（95）

となる．

以上の議論は，より一般的な線形モデル，

　　　yi＝β0十β1Xi1十　…　　十βjXij十　…

　　　　　＋βpXip十ξi　　　　　　　　　　　　　　　　　　（96）

にも拡張できるが，X＝［jx・…Xp］で［X’X］は

｛（p＋1）×（p＋1）｝と大きくなり，VRの自由度も

［n－p－1］と変わるが，n＞（p十1）としておく．

　式（96）で，yiが第i例での全般重症度であり，

Xi、，…，Xipが標的症状ごとの重症度であれば，

O。｛（Xi、，…，Xip），　yi｝の多特性データについて求

　　　　A　　　ヘ　　　　　　　　パ　　　ベめたβ＝［β・β・…βp］’は，ある意味で，各標的症

16巻4号（1979）

　　状の重要性を示している．各症状間に関連があれ

　　ば，一定の規準によって，重要なものだけを選び

　　出す手法も用意され，こうしたものは重回帰分析

と呼ばれる．

　目的変数yiが大きな値では信頼性が低いとい

う事情があれば，wi＝1／yi，1／9i，とかwi＝1／Yi2，1／

Yi2などの重みづけをして扱うこともある．この

重みを要素とした対角行列，

W＝

W1！2＝

W1

0

v硲

0

Wi

0

Wn

・ン示

0

・ン亘

を約束したうえ，式（96）に～／Wiを乗じ，

ン雨、＝ン豆（β。＋β1X、、＋…＋β，X・p）＋〉！可・・

　W　1　・’2y＝［W1／2X］β十W1／2ε

とし，式（89）以下に準じて，

　　　　　　　　　　　A　　　　［X’WI！2Wr／2X］β＝X’Wlf2W1／2y

となる．

β＝［X’WX］－1X’Wy

　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

Q｛β｝＝y’Wy一β’X／Wy

V｛β｝＝σ2［X’WX］－1

（97）

　パラメターβを用いて，yの予測値y＝Xβを

得るが，Xの第i行xi！＝［lxi、…xip］を用いる

と，

　　　　　∫i＝x・’β

　　　V｛9i｝＝σ2xi．’［X’X］－lxi．ないし，　（98）

　　　　　　＝σ2Xi．’［X’WX］－1Xi．

となる．重みなしでは1＝Wとおいたことに相当

する．
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　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（99）
　　　　　　9：yi＝β0十β1Xi十εi

となる．εiはそれぞれで意味が異なる．Ωでは，

いわば平均値（β・＋β・Xi）のまわりにyiがばらつ

いているとみられる．

　モデルωは単純な線形モデルで，式（88）の表

現では，Xが1に退化し，

　　　　　　　y＝jη十ε＝η」十ε　　　　　（100）

となる．式（92）以下を用い，」’j＝Σ1×1＝n，」’y＝

Σ1×yi，　y’y＝Σyi2などに注意し，

　　　　Z・＝［」’」］－lj’y＝n－1Σyi＝y

　　Q｛η｝＝y”y－Dj’y＝ΣYi2－nY2＝Syy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（101）
　　　V・一一｛普1－一薯1－V

　　　　　　　　　　　　　　σ2
　　V紡｝＝V｛y｝＝σ2［j’j］－1＝一＝SE｛y｝
　　　　　　　　　　　　　　n

などを得る．いずれも，これまでに何回も利用し

た性質である．

　モデル式（99）の9では少々ややこしいが，

　　　　　　　／rJI，？x丁1－［二Xi；㌻丁1

　　　　　　　21．直線回帰

蟻i欝㌶㌶㌶く㌘

　　　　　　ω：yi＝η十εi

［x’x］一・一［

－

1㌃遁］

［x’y］一
［1：］y－［；IU

（102）

としたうえ，式（62）で，xとyとの直線的なかか

わり，共変動を，

S．，一Σ。、yr。Xy一Σ．、y、一∫恥塾・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　へと定義したことを用いると，β＝［X’X］－1X’yの具

体的な値は，

　　　　　β一［自一［劉

　　　　　　A

653

（103）

　　　　　　　　　　パとなる．切片β・を勾配β・＝S。y／S，。、で表現し，

　　　　　　　　　　　A　　　　　　A　　　　　　　9＝y一β・X＋β・X

の直線回帰式を得る．

　式（93）の最小の残差平方和は，

　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　べ　　　　　A

　　Q｛β｝ニΣyi2－（nyβ・＋β1ΣXiyi）

　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　A

（104）

　　　　＝Σyi2－（nY2一β・nXY＋β・ΣXiyi）

　　　　　　　　ハ　　　　：＝Syy　一　tB　iSxy　　　　　　　　　　　　　　（105）

となる．

　図5に示すように，y，」，xをとり，　yから」上

に垂線をおろした点が》jであり，yから［jx］で

　　　　　　　　　　　　　　　　ハ定まる平面上に垂線をおろした点がXβである．

したがって，」［1’1］－ij’およびX［X’X］－1X’は，　y

を」上および［jx］上に正射影する働きをもつ（n×

n）の行列である．いずれも対称で，2乗しても同じ

である（べき等）という性質をもっている．Ilyl12＝

11創12＋Q｛》｝のピタゴラスの定理は，Σ　yi2　・＝　ny2＋

Q｛b｝で，式（101）のQ｛b｝＝Syyを意味する．

　Ωでは，｛yi｝のばらつきは，β、Xiと表現される，

Xiにつられて動く部分と，誤差項εiによる部分

から成る．ωでは｛yi｝のばらつきは，すべて誤差

項εiとした．それぞれの残差平方和は，式（101），

（105）から，

　　　隅二㌃慧晶（1・6）

であるが，SXy2／S．≧0で，ωにβ、Xiを加えたΩ

では残差平方和が一般に小さくなり，この減少分

S。y2／Sxxが勾配β1の手柄になり，　Syyのうちxの

直線的影響で説明できる部分が減少分とみられる．

　　　　　　　　A図5のbjからXβまでの長さの2乗がこれにあ
たる．

　　　A　Q｛β｝はSyy－S．y2／Sxxとして求めたうえ，以

上をまとめると，
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縮〔n－1〕
y

／レ璃

イ　u’．〕＝x

　　　できまる平面

　　　　〔2〕

　　　　　　　〔1〕
　　　　Sxx

図5ωと9のモデル

要因 SS Df Ms

直線性L　　SXy2／S・こx　　l　　VL＝SXy2／Sxx

残差R　　Q｛β｝　　n－2　VR－Q｛β｝1（n－2）

全体Y Syy n－1

Ho：β1＝0，　H1：βi≠0の検定は，

F・一
考：≧Fa［1・・－2］一｛ta［・－2］｝・（1・7）

のときに有意で，直線性を認める．もう少し厳密

に‘‘直線性”を扱うには，2次，3次，…の項が

無視できることを検討する．

　式（95）からV｛β・｝＝σ2／Sxxであるから，β・の
　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿
ノイズをSE｛β・｝＝～／VR／Sx、として，

　　　　　　　A　　　　t・一馬ll長

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（108）
　　　β・LU－k・±ta［・－2］ぱ

t。≧t。［n－2］で有意ならば，［β、L，β・u］はゼロを含

まない．t・2は式（107）のF・と完全に一致するは

ず．

　形式的に，xとyと交換して，

2、＝β0’＋β1’Yi＋εi’

とyに対するxの回帰式が考えられる，これにつ

　　　　　　　AいてのF検定，β・’のt検定も，上述とまったく
　　　　　　　　　　　　A　　　　　　パ同じ結果になるが，一般にβ1≠β・’である．

　｛yi｝のばらつきを変動Syyで表現すると，その

一部は直線性で説明できる．その割合を関与率ま

たは，xで決定されるという意味で決定係数とい

い，

　　　　　　r2一嘉一A，A・・　（1・9）

とする．形式上は，｛Xi｝のばらつきのうち，　yで

決定される部分の割合とも考えられる．

　回帰式では，独立変数xで従属変数yを説明し

ているが，xとyの直線的な相互関連性を示すの

に，（単）相関係数ないしPearsonの積率相関係数，

　　　SXy2
rニ－－－　ヨ　　～／SxxSyy

（110）

が用いられ，H・：ρニ0，　H・：ρ≠0を無相関の検定

といい，

・・－1・1ン宗≧ta［・－2］
（111）

のとき有意である．このt・は式（108）のt・と同

じくなる．式（111）をみればすぐわかるように，

lrlが小さくても，　nが大きくなると，容易に有意

になるので，直線性あり，とか相関性あり，とか

の結論は，現実的にはあまり意味がなく，むしろ

r2にっいて考えた方がよいと思われる．

　対応のない2群のデータをヨコ軸の0，1の座

標にそれぞれプロットして，形式的に直線，をあ

てはめ，式（108），（111）のtoを求めると，平均値
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の比較のt検定の式（72）のt・と正確に一致する．

　【例17】

　011｛Xi，yi｝のデータがある．

散点図と，x＊の断面について9596の信頼係数

を保証したときの2種類の信頼域を図6に示す．

　y10

xl223445667848
y2146457799963
　又＝4．3636，　y＝5．7273，　Sxx＝50．5454，　Syy＝

　　　　　　　　　　パ78．1818，Sxy＝57．0909，β、＝1．1295などを得る．

これらから， 5

要因 SS Df Ms Fo

1　　　　64．4840＊＊　　　42．368

9　　　　　　1．5220　　　　　　　一L
R

64．4840

13．6978

Y 78．1818 10

t・．・5［9］＝2．262で，式（108）からは，

　　　β・LU－1・1295土2・262〔／三｝6誓袈「

　　　　　＝0．737；1．522

また，t。＝6．509で，　to2＝42．368＝Foである．

　　　　　　　57．09092
　　　r2＝　　　．一　　一一一　．一一　　＝0．8248

　　　　　　50．5454×78．1818

で，yの変動の82．596は直線性で説明される．無

相関の検定では，

　　・・－V・・8248・Vl－。i8248－6・5・9

　　　　　　　A　回帰式は，y一β・X＝0．799を計算し，

　　　　　　y＝0．799十1．130x

ここで，ある値x＊を指定したとき，そこでの予

測値9＊の100（1一α）％信頼限界は，式（98）の考

え方に沿って，

　　　　　　A　　η。＊じ＝9＋β1（x＊一又）

　　　　　±ta［・－2］VV・｛÷＋∫爵｝（112）

となる．9＊のまわりの個体に関しては，根号内が

［VR｛1＋1／n＋（x＊一又）2／S．｝］となる．いずれにし

てもx＊＝xのとき区間幅が最小になる．

　／
ノ

／（個体）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lO
　　　　　　　図6直線回帰

　式（110）に，なまデータではなしに，xとyそ

れぞれでの順位を用いた場合，Spearmanの順位

相関係数（rho）となる．順位づけをして，対応す

るペァーの差diをとるとΣdi＝0となる．各群

内の同位のそれぞれにつき，

　　　　　　　τ＝Σ（t3－t）

を求めてプールしたものをτ・，τyとする・

　　　　D＝6Σdi2，　A＝n3－n

　　　　rs一梁i霊≒号　（113）

　　　　　　　D　　　　　＝1－⊃ぺ　（同位なし）

無相関の検定には式（111）を用いる・

　上のデータではΣdi2＝17，τx＝3×6＝18，τy＝

2×6＋24＝36，A＝1320で，　Spearmanの相関係

数は，rs＝0・9211となる・

　　　　　　22．非線形モデル

　ある関数が，

　　　　　f（μx＋ζz）＝μf（x）＋ζf（z）　　　　　　（114）
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と書けるとき線形というが，

デルは線形である．

核医学　16巻4号（1979）

これまでに扱ったモ

y＝exp｛αx十βx2十ε｝

は，Y＝lnyとおけば，

Y＝αx十βx2十ε＝αX1十βX2十ε

となり，本質的には線形である．

y＝exp｛αx十βx2｝十ε

y＝Ae－aX十Be一βt十5

　　　α　　一…一　　十εy＝　　1＋（β／x）

などは，いずれも非線形である・

線形モデル式（96）は，

　　　　yi＝f（Xi・；β）十εi＝fi（β）十εi

　　　　y＝f（β）十e

と書くと，f（β）はfi（β）を要素としたベクトルで・

最小2乗解は，

　　　　　Q｛β｝＝［y－f（β）］’［y－f（β）］

を最小にするパラメター，

　　　　　　　A　　　　　　　β＝［X’X］－1X’y

として与えられる．

　ところが，fi（β）が非線形のときには・このよう

に調子よくはいかない．いま2つのパラメターを

もっ非線形式fi（β・，β2）について，β1，β2を指定す

れば，fi（β）が定まり，

　　　　nQ｛β｝＝Σ｛yi　一一　fi（β）｝2

　　　　i＝1

（115）

が計算できる．さまざまな｛β、，β2｝の組み合わせ

につき式（ll5）を計算し，最小値を含む領域につ

いて，図7のような‘‘地形”ができる・

　｛β・，β2｝を，あらゆる組合わせで計算するのも

大変であるから，まず，適当なβ・を定めて，Q｛β。｝

を求め，ここでβ2を留めて，β・を変えQ｛β｝〈

Q｛β。｝かつ最小となるβ1を探す．ついで，βiを

そこに留めて，β2を変えてQ｛β｝がさらに小さく，

もっとも小さくなるβ2を探す．こうして軸ごと

に探索して，すり鉢状の盆地の底に達したなら，

　　　Aそこをβとする．

　出発点βoが図7のように‘‘運のいい”場所で

あれば右側にみるように，β1を動かして真西に

探索すれば，1回でほとんど盆地の中心に達する

ことができるが，β・の選び方がまずいと，かなり

手間はかかる．

．一一一＿

りつ一　QIRI

・

丸
β

　　　　β、

図7Q｛β｝の探索

（

ム
λ

　もう少し一般的に，β。に立ったとき東西と南

北の方向にとらわれず，もっとも急な勾配に沿っ

て下ることが考えられる．Q｛β｝を，∂Q｛β｝／∂β1

と微分し，βikを代入することを∂Qk／∂β1と書け

ば，

7Q・一

［竃一［纂］一胸

となる．7Qkはグラジエントと呼ばれるもので，

βkでの傾斜であるが，dk＝－9kの方向が最急降

下の方向になる．実際は差分を用い，

駕：÷Q（β’k＋ム男一Q（β1k’伝）（ll7）

とするが，dはβ1kの10－3～10－6といった値で

ある．つまり，｛tB　t　k＋a，　B　2，｝と｛β1k，β2k｝にっい

てQ｛β｝を計算し，その差をaで割って，これを

∂Qk／∂β1として用いる．

　最急降下でβkからdk方向に探索した最小値

がQ｛βk＋2kd，｝であれば，βk．1＝βk＋λkdkをっ

ぎの出発点とし，そこでの最急降下を行なう．

9k÷0とかきざみλk÷0とかですでに盆地の底に
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達したと考える．最急降下法は，局所的には良い

方法であるが，Q｛β｝の地形が細長い谷状になる

と，なかなか底まで下れないこともあるので，さ

らに工夫をこらした方法もある．

　他の方法一般についてえるが，出発点β・の選

び方が悪いと，隣りの浅い窪地で終わったり，現

実にβがとり得ないβに達したりするほか，か

なり大量の計算を必要とするなど非線形モデルで

の最小2乗法には，厄介な問題が少なくない．い

ずれにしても，手計算は無理であろう．

23．線形化の方法

　非線形モデルでf、（β）を真の解の付近のβkに

ついて展開して高次項を省略し，

fi（β）÷f‘（Pk）曙…劃β一蘇［β一iB・］

とおけることが多い．パラメターはP個ある．

　［7fi（βk）］’を行の成分とした（n×P）の行列，

一
隙：1レ

をヤコビの行列というが，これとfi（βk）を要素と

したベクトルfkを用いると，

　　　　　y＝≒fk十Jk［β一βk］十e

と書ける．これから，

（119）

　　　　　y－fk十Jkβk＝≒Jkβ十ε

と，式（88）の形式におけば，最小2乗解は，

　　　　β÷［J・’J・］－1J・’［y－f・］＋β・

　　　V｛β｝÷σ2［J・’J・］－1

となる．式（ll9）で，　dk＝［β一βk］とおけば，

　　　　　バ　　　　　dk＝≒［Jk’Jk］－1Jk’［y－　fk］　　　　　　（120）

となる．dkをβkでの降下ベクトルとみて，最小

のQ｛β｝をあたえる解を，

　　　　　　β÷βk＋1＝βk十dk　　　　　　　　（121）
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とすることで，反復法が組み立てられるが，これ

がGauss法（Gauss－Newton法）である．重みを用

いて，式（97）の形式で扱ってもよい．

　　　　　パ　理論的にdkは下降方向ではあるが，さまざま

な条件で式（12Dの反復が収束しなかったり，計

算できなかったりすることがある．

　　　　　　βk＋1＝βk十λkdk

として，最小値を与えるλkを求める方法や，式

（120）に加工して，

　　　　A　　　　dk＝［Jk／Jk十μ1］－1Jk’［y－fk］　　　　　（122）

とし，［Jk’Jk］の対角要素にμ＞0を加えて計算す

る方法がある（Levenberg－Marquardtの原理），μ

を非常に大きくすると収束は遅くなるが，　dkはβk

での最急降下の方向に近づくという性質がある．

どのくらいのμが良いかは，むしろ経験的に定め

られるが，Pt　＝oの本来のGauss法で不都合なと

き，大きなμをのせて反復し，しだいにμを減ら

し，十分に収束したらPt　＝oとして成功すること

がある．

　考え方を変えて，Q｛β｝の展開を行ない，（n×p）

のヘッセの行列

一
憐：驚L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（123）

を用いて，

Q｛β｝幸Q｛β・｝＋d・’7Qk＋－ltd・’H・d・

∂Q
－∂β　÷7Q・＋H・d・

　dk＝－Hk－i7Qk＝：Hk－1（－9k）

によって下降ベクトルが求められる．最急勾配は

式（116）で9kとしたが，最急降下法ではdk＝－9k

を選んだ．この式（124）ではHに1が，各軸での

計量単位を修飾する姿でかかわり，一種の最急降

下方の加速になっている．これがNewton法
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（Newton－Raphson法）と呼ばれる．収束が悪いと

きには，Gauss法で用いたような変法が利用され

る．

【例18】

　ラットにHipPuran　1251を静注し，連続的に頭

部でモニターし，5分ごとの計測を行なった．

　　　　1　　　2　　　3　　　4　　　5　　　6

分51015202530cpm　　1，000　　626　　04p　　315　　235　　173

　　　　7　　　　8　　　　9　　　　10　　　　11　　　　12

分354045505560cpm　　　148　　124　　103　　93　　83　　73

　まず，y（cmp）をln　yとしてプロットすると図

8（1）の○を得る．

　　　　　　yi＝Σ　Me－pti＋εi

の区画モデルを考え，第6（30分）～第12（60分）

の1nyに直線式

をあて｛ll∵：㌶4°°一゜’°3　t

　　　　　yB＝Be－Pt÷400e－o・03t

とする．ついで，第1（5分）～第5（25分）の，も

とのyからYBの計算値を引き，

　　　　　　YA＝y－yB＝Ae一αt

とし，あらためて1nyAをプロットし，●を得る

が，ほぼ直線的で，

　　　ln　yA＝ln　A一αt÷ln　1322－0．14t

となる．もしもln　yAが直線でなければ，第5（25

分）のデータ側から直線をあてはめ，上記の要領

で‘‘皮むき”を続け，区画数を増す．このデー

タでは2区画モデル，

　　　y＝yA十yB十ε＝Ae－at十Be一βt十ε　（125）

でよさそうである．

　初期値をβ・＝［13220．144000．03］tとおいて

Gauss法を用いると，　Q｛β・｝＝996．2734で，3回
　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ベ

の反復でかなり安定し，β＝β4で終了し，Q｛β｝＝

432．5302となる．

　あてはめのずれを誤差相当と考え，

　　　　　VR一鵠一54．・666

［J，’J4］－1の対角要素をひろい，これにVRを乗じ

Iny

7

y

1500

　　　ミ。　β＝α03

h㌃　＼1°°°

O 30
（1）

　t
60

500

0 30
（2）

6b

図8
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統計的推論（3）

て各パラメターの分散とし，その平方根をとれば
　　へ　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　パ　　　　A

SE｛β｝，β＝A，4，　B，β，となる．

　つぎにWiニ1／y1，および1／yi2として同じ計算を

行なうと，かなり様子がちがってくる．

　　　ヘ　　　　　　へ
　　　1β・一β，1

to＝
　　VV1＋V2

659

（127）

A α B β Wi

’　　　　A

SE｛β｝　　　48．22　0．008759

3　　　　　　1315．2　　0．1198　　　　310．4　　　0．02503

　　　　　　　　167．9　　　0．004408

β　　　　　　1342．8　　　0．1099　　　　239．5　　　0．02025　　　　1

SE｛β｝　　　34．58　　0．006508　　　44．84　　0．003380　　　yi

，b　　　　　　l341．6　　0．1059　　　　215．0　　　0．01842　　　　1

SE｛β｝　　　42．9　　0．006195　　34．91　　0．002735　　Yi2

を求め，節17の式（76）以下の手続きをふめばよ

いだろう．り1≦v2として，

　（1）t・〈t。［り・＋レ2］では有意ではない．

　（2）t・＞t・［v・］では有意である．

　（3）以上で末決定ならtoを

と比べる．

　　　Vltα［り1］十V2tα［レ2］
tα＊＝

　　　　　V1十V2

　yの分布にもよるが，SE｛β｝からみると，1／yi，

1／Yi2の重みがよさそうである．どのような重みが

よいかは，こうした吟味と，経験によって決めら

れるであろう．yiの誤差分散がわかっており，の2

であれば，Wi＝1／σi2ないし，　k／σi2と，分散の逆

数に比例した重みを用いると，誤差は等分散にな

る．また1／S’i，1／9、2なども用いられる．

【例19】

　　　　　　　　　　　　　　　　A　例18のWi＝1での計算で得たa，βにっき

値 分散 共分散

α

（

ρ
μ

0．1198

0．02503

0．047672

0．041943
0．043503

ただし，0．041は0．00001を示す．式（126）から

24．パラメターの比較

　線形モデルあるいは線形化したモデルでの
　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　AGauss法によるパラメター，たとえば，β1，β2，を

得たとき，それぞれの分散をV1，V2，誤差自由度

をレ・，レ2とする．

　H・：β・＝β2，H・：β・≠β2の検定にあたり，β・，β2

が同一データから求められたときには，v＝レ・＝レ2
　　A　　　　　　へ
で，1β，一β21のノイズは，

　　　　　　A　　　　　　　A　　　　SE｛β1一β2｝＝～／▽1十V2－2C

　　lO．1198－0．025031
　　　　　　　　　　　＝18．554to＝　　　　～／0．042609

で，to．05［8］＝2．306より大きく，明らかにα≒β

である．

　間接的な連続モニターと同時に，8時点で採血

し，血漿中のHipPurate　1251を測定したデータが

ある．

12345678であるが，CはC｛β1，β2｝で，［X’X］－1ないし

は［Jk’Jk］－1などの，第1行第2列，または第2

行第1列の要素にVRを乗じたものになる．誤差

が少なくとも緩い正規性をもつなら，

　　　　　　　　　A　　　　　　A
　　　　　　　　Iβi一β，1
　　　　　　　　　　　　　　≧ta［り］　　　　（126）　　　　to＝　　　　　　　∨／V1十V2－2C

のとき有意とし，必要なら反転して区間推定を行

なう．

　A　　　　　A

　β・，β2が別個のデータで求められたときは不等

分散とした方が安全で，

分510203040455060cpm　　1，8671，380　907　577　378　334　289　234

　これについての2区画モデルはw、＝1ではどう

やら結果は出るが，Wi＝1／yiでは，式（122）の変

法で追いつめても，μ＝0で発散してしまう．Wi＝

1では，

y＝1365．9e－o・08938t十1130．6e－o・02827t

　　　　ハ　　　　　　　A　　　A
となる．A，　a，　B，βのSEは，レ＝8－4＝4で，

804．26，　0．04686，　902．07，　0．01309
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660 核医学　16巻4号（1979）

と，間接法に比べて，精度が格段に悪い．また

V｛∂｝ニ0．02196，V｛β｝＝0．031715である．

　HipPuran　1251は血球にも入るし，　cpm／head，

cpm／20μ1　Plasmaと単位も異なるので，　AやB

は直接法と間接法で異なる．しかし，両者でα，β

が等しいならば，都合がよい．

　直接法のデータには少々精度に問題があるが，

まずαについて，前述の間接法でのデータを用い

て，

t・一
㍊；i；；器鵠19百一・・638

またβについて，

t・－
」：：：㌃講瀾七一・・234

いずれもto．05［v・＝4］＝2．776より小さく，さしあ

たりは，α，βのパラメターは間接法，直接法で大

きくは変わらないと考えておく．以上の2例のデ

ー
タは，Am．　J．　PhysioL　212，629，1967の論文の図

から読みとったものである．
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